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Im Mittelpunkt der Arbeit steht die Untersuchung des Differential- 
operators 
Au = lu, $3(A) = P[u, b] n ~m-p-l[u, b] l 
mit 
124 = (-1)” (q$p))(?~) c*> 
im Raum Ss[a, b]. Dabei ist K = 1, 2 ,..., 2m - 1. Fur m - K - 1 < 0 
hat man 9(A) = (?[a, b] zu setzten. [n, b] ist ein endliches Intervall, 
-co < a < b < co, und q(x) eine reellwertige Funktion aus C”[a, b], 
die sich im Punkt a (bzw. b) wie c,(x - a) (bzw. c&b - x)), cacb # 0, 
verhilt. q(x) > 0 fiir x E (a, b). Differentialoperatoren dieser Form 
werden allgemeine Legendresche Differentialoperatoren genannt. Fur 
m=k=l und q(x) = (b - x)(x - a) erhalt man den iiblichen 
Legendreschen Differentialoperator. Operatoren A mit m = k = 1 
wurden in [7] untersucht. 
Abschnitt 1 enthilt die Herleitung einiger Lemmata. 
Im Abschnitt 2 werden die Raume H,” eingefiihrt. 1st m eine 
natiirliche Zahl und E eine nicht negative reelle Zahl, so besteht H,” 
1 Es werden folgende Bezeichnungen verwendet. Ci[a, 6] ist die Menge der im 
abgeschlossenen Interval1 [u, b] j-fach stetig differenzierbaren komplexen Funktionen. 
&a, b] besteht aus denjenigen Funktionen u(x) aus C’[u, 61, ftir welche u’“‘(a) = 
@j(b) = 0 fur R = 0, l,..., j gilt. Entsprechend sind Cm[u, b] und @[a, b] = Com[a, b] 
erklgrt. Cm(a, b) ist die Menge der im offenen Interval1 (a, b) beliebig oft differenzier- 
baren komplexen Funktionen. Com(a, b) hesteht aus denjenigen Funktionen aus 
Cm(a, b), die in einer Umgebung der Punkte a und b gleich Null sind. 
1 
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aus denjenigen Distributionen u von D’((a, 6)), fur welche u und 0’ 
vom Typ einer Funktion sind und 
s + / u i”) dx < a~ 
gilt. Im Teil II der Arbeit werden die Raume H,” wesentlich 
verallgemeinert. 1st B dm die Vervollstandigung von C,,=(u, b) in der 
entsprechenden Norm, so wird unter anderem bewiesen, dal3 
dim --K- g:’ = 2 [m - [Jgj, 
Barn C @[a, b] und H,” C @[a, b] mit j = m - [(a + 1)/2] - 1 gilt. 
Im Abschnitt 3 wird gezeigt, dal3 der Operator A wesentlich 
selbstadjungiert ist und reines Punktspektrum besitzt. A ist genau 
dann positiv-definit, wenn 2k < nz ist. 
Abschnitt 4 beginnt mit dem Nachweis, da0 Q(A) (A ist der 
Abschlul3 des Operators A) ein Teilraum von Hip ist. Ferner wird 
bewiesen, dal3 fur k < m 9(Z), 1 = 1, 2,..., ein Teilraum von H$* 
ist. Insbesondere ist S@(A”) C (?[(I, b]. Durch Konstruktion eines 
Gegenbeispiels wird gezeigt, da0 eine entsprechende Aussage fiir 
k > m falsch ist. In diesem Fall ist 9(Am) eine echte Obermenge von 
P[u, b]. 
Fur s = 1,2,... und 0 < t < s wird 
c-x% 4 = 044 I 21 Ecya b] .(yu) = zP(b) = 0 2 9 
fur j = rzs + p mit 0 < p < t - 1 und n = 0, 1, 2,...} in nahelie- 
gender Weise mit einer lokalkonvexen Topologie versehen. 
c,,[4 61 = C”b, 4, C:,[a, b] = COT% 4. 
Im Abschnitt 5 wird gezeigt, dal3 Cg = 9(Am) ist, sofern 
0 < t < (s/2) gilt und A ein geeigneter allgemeiner Legendrescher 
Differentialoperator ist. Urn such den Fall (s/2) < t < s erfassen zu 
konnen, wird der Differentialoperator 
Bu = (- 1)” (q-J%(m))(m), 9(B) = Cm[a, b] n t++lc-l[a, b], 
k = 0, l,... betrachtet. B ist positiv-definit und wesentlich selbstad- 
jungiert. Ferner ist Cz, = Q(B”), s/2 < t < s, sofern B geeignet 
gewlihlt wird. In [6] wurde gezeigt, daI3 man such den Raum 
Cs”[a, b] = C&[u, b] durch einen geeigneten Differentialoperator 
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zweiter Ordnung erzeugen kann. Aus Abschatzungen iiber die 
Verteilung der Eigenwerte der Operatoren A und B erhalt man, dal3 
die Raume C$ , s = 1,2 ,..., 0 < t < s, nuklear sind und eine 
absolute Basis besitzen. Ferner sind samtliche Raume Cz, unterein- 
ander isomorph. Damit erhalt man ihnliche Resultate wie in [6, 71 fur 
die Raume C,“(fi) und P(Q). 
Mit A wird der minimale Operator bezeichnet, also 
Au = lu, Lqd) = Co”(a, b). 
Zu hat hierbei die gleiche Bedeutung wie in der Formel (*). Im 
Abschnitt 6 wird nachgewiesen, daD der obige Operator 3 dann und 
nur dann mit der Friedrichsschen Erweiterung des Operators B 
zusammenfallt, wenn K die Werte 1 oder 2m - 1 annimmt. Diese 
Aussage ist bekanntlich such fur den entsprechend definierten 
regularen Operator mit Iz = 0 richtig. Insbesondere ist der iibliche 
Legendresche Differentialoperator gleich der Friedrichsschen Erwei- 
terung des minimalen Operators. Daraus folgt, da13 im Falle des 
Legendreschen Differentialoperators der zugehorige minimale Opera- 
tor nicht positiv-definit ist. Ferner wird gezeigt, dal3 der Defektindex 
von A gleich (2m, 2m) ist, sofern 0 < k < m gilt, und gleich (4m - 2k, 
4m - 2K) ist, sofern m < K < 2m - 1 ist. Daraus hi& sich leicht 
herleiten, dal3 es im Interval1 [a, b] zu jeder ganzen Zahl r mit 
0 < T < 2m einen gewohnlichen Differentialausdruck der Ordnung 
2m gibt, so dal3 der zugehorige minimale Operator den Defektindex 
(r, r) hat. Das stimmt im wesentlichen mit einem Resultat von 
I. M. Glazman iiberein [l]. 
1. VOREEREITENDE BETRACHTUNGEN 
1st [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, -cc < a < b < co, so sei 
9(x) E Crn[% Q q(x) > 0 fiir x E a, b) 
und 
d-4 cc >lim-----= cc? > 0, P(X) co >lim-= da x - a sTb b - x c, > 0. 
LEMMA 1. m sei eine nattirliche und 1 eine reelle Zahl. Dann gibt es 
eine hinreichend kleine positive Zahl6, so daJ 
1; q” l(p)(“) 12 dx + s;;l 1 u 12 dx N 1” qz+2 1 zP) I2 dx + I”-” ( u I2 dx (1) 
a a+d 
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ist, sofern einer der beiden FZlle 
(a) I> -1,1#2m-1, u(x) E P[a, b], 
(b) z < -L+ E C”[a, b] mit p = 1 
1+3 
-- fl, 2 I 
eintritt. u(x) ist dabei eine komplexwertige Funktion. 
Bemerkung. Das Symbol - bedeutet, dal3 es zwei positive 
Konstanten gibt mit deren Hilfe man die linke Seite der Formel (1) 
nach oben und nach unten durch die rechte Seite abschatzen kann. 
Beweis. v(t) sei eine komplexwertige Funktion aus C”[O, 03), die 
fur t > to verschwindet. 1st K > - 1, so gilt 
s 
cc 
tK 1 v(t)12 dt < 
4 
0 (Ki- II2 s 
m IWI 2 tKf2 dt o 
[Z], S. 246. Fur Funktionen aus C,“(O, co) ist die Formel (2) such fur 
K < -1 richtig [2], S. 246. 
Vorerst sei u(x) E Cm[a, b], falls I > -1 ist und U(X) E Com(a, b), 
falls I < -1 ist. Mit p),(x) wird eine reellwertige Funktion aus 
P[a, b] bezeichnet, die in einer hinreichend kleinen rechtsseitigen 
Umgebung des Punktes a gleich 1 ist, 0 < am < 1. Entsprechend 
wird va(x) definiert. Durch geeignete Wahl der Funktionen q,(x) und 
am und unter Verwendung der Formel (2) erhllt man 
s 
b 
j u l2 qLq’2 dx a 
G (1 + 4 [j" (I 4'(Q)lz+2 I wz I2 (x - QY a 
< 4(1 + c2) 
jb (i(%)’ I2 + /@vb)’ 1”) c!‘+~ dx + c2 j-1;: I ~4 I2 dx. ’ cl+ 1j2 a 
Aus 
I(wJ’ I2 < (1 + 4 I 24’ I2 vDa2 + c3 I u I2 I %’ I2 
gewinnt man schlief3lich 
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Dabei sind die Zahlen l i positiv und sonst beliebig wlhlbar. 
(qu)(*l’ = D,u + D,u 
mit 
und 
D,u = qu(m) + mq’@-1) 
D,u = $ ( r) q(v)U(m-“). 
Durch partielle Integration ergibt sich 
/:, qz [ D1u I2 dx = j; (qz+2 ( u(m) (2 + (m” - m(z + 1)) qzqrz 1 u(m-l) 12 
_ ,q’+lq” / Uh-l) I")&. (4) 
Da 1 # 2m - 1 ist, gilt stets 
l-m” + m(l+ 1)) & < 1. 
Ersetzt man in der Formel (3) u durch zP+r) und beriicksichtigt die 
letzte Abschatzung, so erhalt man 
I 
b 
s 
b-8, 
a Wf2 I d”) I2 + (m2 - m(Z + 1)) qzq’2 I P-l’ I”) dx + [ u 12dx 
a+85 
- 1”. qzf2 1 zP) I2 dx + ,I;: I u I2 dx. (5) 
5 
Hierbei wurde der Einbettungssatz 
jz5 / u(j) I2 dx < e5 ,I; 1 zP) j2 dx + c5 jb-85 j u I2 dx (6) 
5 a++, 
benutzt, 0 < j < m. Ed kann man beliebig klein wihlen, Ed > 0. 
Verwendung der Formeln (3), (4), (5), (6) und der Abschatzungen 
b 
a q”qz+l I u 
fm-l) I2 dx < z6 
I s 
b b-8, 
qz+2 / dm) j2 dx + c, 
s I u I2 dx, a a+8,3 
1 
b 
qz I D,u I I D,u I dx ,< l 7 
-a 
jb qz 1 D,u I2 dx + c, I” j D,u I2 qz dx 
a a 
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und 
.r b .b b-68 y1 / D,u I2 dx < es J y1+2 / d”) I* dx + cg (1 s I u I2 dx n a+6, 
fiihren zum Beweis der Formel (1). Die positiven Zahlen Q , E, und l s 
sind hierbei beliebig wahlbar. Im Falle I < - 1 sei jetzt 
&E P[u, b] mit p = 
4 [ 
14-3 -q]+l>-l. 
xn(x) sei eine Funktion aus (?,,“(a, b), 0 < x~(x) < 1, xA(x) = 1 fur 
x E (a + A, 6 - A) und 1 x:“‘(x)\ < es/P. X > 0 hat man sich hierbei 
hinreichend klein vorzustellen. Fur zqn ist Formel (1) giiltig. Durch 
den Grenziibergang h --f 0 iiberzeugt man sich von der Richtigkeit 
der Formel (1) fur U(X). 
Als unmittelbare Folgerung erhalt man nun folgende Aussage. 
LEMMA 2. Ist m eine natiirliche Zahl, so sind auf C*[a, b] die 
Normen 
I 
b (l(qmu’k))(2nL-L) I2 + j u I”} dx, k = Cl,..., 2m, 
a 
untereinander tiquivalent. 
Im zweiten Teil dieser Arbeit wird im Lemma 8 eine Verscharfung 
dieses Lemmas bewiesen. 
LEMMA 3. 01 und ,fI seien reelle Zahlen. m sei eine natiirliche Zahl. 
Dann ist 
s b s b-6 y” / dm) I2 dx + i u 12dx N f u(m) 12 + y@ ( u I”) dx, (7) a a+6 
sofern einer der drei F&lie 
(a) /3 > -1, -1 < OL < 2m + p, U(X) G P[a, b], 
(b) -j3 + l(2) (d.h., -p sol1 keine positive ungerade Zuhl sein), 
a < 2m + 8, u/q” E Cco[u, b] mit p = 1 + [m - (1 + cx) ( 21, 
(c) -/3 = l(2), (Y < 2m + /?, u/q” E Cm[a, b] mit 
p=l+[m-+] 
eintritt. 
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Beweis. In der gleichen Weise wie man die Abschitzung (3) aus 
der Formel (2) herleitet, gewinnt man die Ungleichung 
s 
b 
a j u I2 q@ dx ,( cl0 ,“, I u’ I2 q8+2 dx + GO I’-” / EC I* dx. (8) a+8 
Dabei ist /3 > -1 und U(X) E P[q b] oder p < - 1 und 
U(X) E C,,“(a, b). Iteration der letzten Abschltzung fiihrt jetzt unter 
Verwendung der Ungleichung (6) im Fall (a) zum Beweis des Lemmas. 
Ferner ist Formel (7) fur /? < -1, -/3 S$ l(2) und U(X) E CooD(u, b) 
richtig. Es ist p > m - (1 + a) / 2 3 - (1 + /3) / 2. Daraus gewinnt 
nma durch den gleichen Grenziibergang wie beim Beweis zum 
Lemma 1 die Formel (7) im Fall (b). (c) folgt sofort aus (b). 
Das folgende Lemma erweist sich als entscheidend fur die weiteren 
Untersuchungen. 
LEMMA 4. a sei eine reelle Zahl, 0 < N < 2m. Ist fiErn die Vervoll- 
stiindigung von Com(a, b) in der Norm 
[S 1 (q” 1 z@) j2 + I u I”) dx]1’2, 
so geh6rt eine Funktion u(x) aus C”[a, b] genau dann zu aEm, wenn 
u(i)(a) = u(j)(b) = 0 gilt fiir j = O,..., m - [(a + 1) / 21 - 1. (Fiir 
2m - 1 6 01 < 2m ist Cm[a, b] _C fimm.) 
Beweis. 1. Schritt. Es sei 01 q& l(2). 1st U(X) E C,,“(a, b), so fiihrt 
iterative Anwendung der Formel (2) zu 
I 
b 
a 1 u(j) 12 qa-2(m-i) dx < cl1 11 (I zJrn) I2 q” + j u I”) dx. (9) 
Durch Grenztibergang stellt man fest, daR diese Formel such fiir 
Funktionen aus Bern n P[a, b] gilt. Der Ansatz 
u(x) = (x - a>P (c, + o(l)), c, # 0, 
zeigt, da13 die Bedingungen des Lemmas notwendig sind. Unter 
Verwendung der Abschiitzung (9) erhalt man nach dem gleichen 
Verfahren wie beim Beweis von Lemma 1, daD die Funktionen uxI die 
Funktion u(x), die den Voraussetzungen des Lemmas gent@, in der 
Norm von Ban approximieren. 
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2. Schritt. Es sei OL = 1 -+- 2k, k = 0, l,..., m - 1. In diesem 
Fall folgt wie im ersten Schritt aus 
J‘ 
b 
a 1 U(X)!” q”-2nL+1 dx G cl2 1: (i zP) I2 4” + 1 u 1”) dx, 24. E Co”@, b), (10) 
da13 die Bedingungen des Lemmas notwendig sind. Die eigentliche 
Schwierigkeit besteht im Nachweis, daD die Bedingungen des Lemmas 
hinreichend sind. Man kann wiederum leicht nachweisen, dal3 
eine Funktion U(X) aus P[u, b] mit G)(u) = u(j)(b) = 0 fur 
j = o,..., m - R - 1, durch die Funktionen zqyn approximierbar ist. 
3. Schritt. Nach den Vorbereitungen ist es zum Beweis des 
Lemmas ausreichend, zu zeigen, dal3 die Funktion xrnek--l im Interval1 
[0, I] in der Norm 
durch Funktionen aus C,“(O, 1) approximierbar ist. Man kann die 
Betrachtungen auf eine Umgebung des Nullpunktes beschranken. Im 
Interval1 [0, e-i!‘] wird die Funktion 
r&(X) = (--E log x)” x-1-k (11) 
gebildet. Hierbei ist /3 < 0. Es ist 
wobei b, Konstanten sind. Es ist 
s ,+I, e-l/E x2k+l / $+)/2 dx < C,, 0 s 0 $3 1 -log x)20-2 dx =& . x( (12) 
Ferner gilt 
,$'(x) = (xm-l-k)(Z,EO(-log x)" + .&m-l-k-Z $5 zf’( -log q-s. (13) 
Somit ist 
cp~zye-l/~) = (p-l-k)(Z) 15=e-1,c + o(e-(l/r)(m-l-k-z)), (14) 
1 = 0, 1 ,..., m - 1. 
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~J~(x) sol1 so durch ein Polynom PC(x) in das Interval1 [e-l/<, 2e-1/c] 
fortgesetzt werden, daB 
~~)(e-l/~) = P~~)(e-l/~) 
und 
Iy(2e-113 = (X--y Iz=2e-l,r ) (15) 
I = o,..., m - 1, gilt. 
P,(x) = P-l-h- + (x - 2~~9~ (q(x - e-1/E) $ ... + a,~,(~ - e-l/‘)+l). 
Die Koeffizienten a, ,..., a,-, bestimmt man iterativ. Die Formeln 
(14) und (15) fiihren zu 
. 
aj = o(e-(l/6)(-k--j-l)), j = I,..., m - 1. 
Mit diesen Koeffizienten gewinnt man 
s 
&,4/E m-1 
e--1,E I ~~(x)12 dx = 41) + e-2m'r C ( o ,ZCk+j+l)/c) ,-2j/e = o(l) (16) 
j=l 
und 
I 
&4E m-1 
%21r+l 1 p(m) x)l2 
A 
dx = e-(2k+l)/f zl o(e2(k+j+1)lr) e--(2j+1)/e = o(l). (17) 
,-lie 
Dabei ist o( 1) das Landausche Symbol fur den Grenziibergang E + 0. 
Es wurde K + 1 < m beriicksichtigt. Bezeichnet man die Funktion, 
die im Interval1 (0, e-l/‘] mit V,(X), im Interval1 (e-l/<, 2e-i/‘] mit 
PC(x) und im Interval1 (2e-‘lE, $T] mit ~?--l-~ iibereinstimmt mit &(x), 
so gehort J/J~(x) zu Wzm[8, 41 fur jede positive Zahl6 < 4. Ferner folgt 
aus den Abschatzungen (12), (16) and (17) 
s 
112 
{l(~~-l-~ - I)~(x))(~) I2 x2k+1 + 1 x+1-k - z)~(x)~~} dx = o(l). (18) o 
Somit ist es ausreichend, y,Xx) in einer Umgebung des Punktes 0 durch 
Funktionen aus Com(O, 1) zu approximieren. E ist ab jetzt fixiert. Es sei 
p < 1. Die Konstanten b, ,..., b,-, in dem Polynom 
Q,.,(x) = xm-k(b, + b,(x - e-llpE) + *** + b,-,(x - e-l/Pf)m-l) 
werden so gewlhlt, da13 
Q~Y~(e-l/pf) = @(e-1/oc), j = O,..., m - 1, 
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gilt. Die Formel (13) zeigt, dal3 
v;l(e-l.~r) = ()(p-Be-(lior)(m-l-~-j)), j = O,.,,, m _ 1 
gilt. Daraus gewinnt man iterativ 
6, = O(p-Be(jil)~pE), j = 0 ,.,., m - 1. (19) 
Aus dieser Abschatzung fiir die Koeffizienten bi erhalt man bei 
iixiertem E fur p ---f 0 
und 
s 
,-1lp 
0 
x2k+1 / Q;;J I2 dx = o(l). 
Somit approximiert eine Funktion, die im Interval1 [0, e-lioE] mit 
Q<+(x) und im Interval1 [e-l/pE, $1 mit q&(x) iibereinstimmt die Funktion 
~-1-k im Sinne der angegebenen Norm. Samtliche hier’konstruierten 
Funktionen gehoren lokal zu IV, m. Da aber bereits erwahnt wurde, daB 
jede Funktion der Form O(X”-~) in einer Umgebung des Nullpunktes 
durch Funktionen aus Com(O, 8) approximierbar im obigen Sinne ist, 
folgt daraus das Lemma. 
LEMMA 5. Es sei m eine natiirliche Zahl, 0 
U(X) E Com(a, b). Die Abschiitzung 
c I”, 1 u I2 dx < 11 q” 1 u(“) I2 dx 
mit einer geeigneten (von u unabhtingigen) positiven 
genau dann tichtig, wenn 
< 01 < 2m, und 
(20) 
Konstanten c ist 
Es O(2) 
= l(2) 
gilt. Die Einbettung von Barn in S’Ja, b] ist kompakt. 
Beweis. fltim ist der im Lemma 4 definierte Raum. Da O( < 2m ist, 
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erhilt man nach dem gleichen Verfahren wie friiher aus den Formeln 
(2) und (6) die Ungleichung 
,: 1 u I2 dx < E 1; q” 1 u(m) j2 dx + cl4 f-1 j u I2 dx. (21) 
E > 0 kann hiertei beliebig klein gewahlt werden, c14 und 6 sind in 
AbhHngigkeit von E geeignet bestimmte Konstanten. Die Einbettung 
von W,m[a + 6, b - 61 in 9t[u + 6, b - 61 ist kompakt [5]. Da fur 
jedes 6 > 0 die Einbettung von aam in Wzm[a + 6, b - 61 stetig ist, 
erhalt man jetzt die Kompaktheit der Einbettung von fimrn in p2[a, b] 
aus der Formel (21). 
Es sei cy < 2[m/2] + 1 und die Abschatzung (20) sei fur jede 
positive Konstante c falsch. Dann gibt es eine Folge u,(x), n = 1, 2,..., 
von Funktionen aus Co”(a, b) mit 
I/ u, IJT~ = 1, 11 q* 1 z$“) j2 dx -+ 0 fur n -+ cc. (22) 
Da die Einbettung von Barn in Z2 kompakt ist, zeigt Formel (22), daf3 
man ohne Beschrankung der Allgemeinheit {un} als Cauchyfolge im 
Raum Barn ansehen darf. Fur das Grenzelement u(x) mu13 Z@(X) = 0 
gelten. Somit ist u(x) = P,-l(x) ein Polynom vom Grade m - 1. 
Ferner folgt aus Lemma 4 und der AbschHtzung 
m 
-- a+1 fur m = [ - 1 O(2) m- 
2 
-l>m- I + 1 -2~ 
2 2 
m 3 --- 2 2 fiir m = l(2), 
da13 P,_r(x) an den Punkten a und b mindestens in der Ordnung m/2 
bzw. m/2 + & verschwinden mu& Das ist aber nur moglich, wenn 
P,Jx) = 0 gilt. Da andererseits 11 P,+ Il9ip, = 1 sein mu& erhalt 
man einen Widerspruch. 
Es sei Q: > 2[m/2] + 1. Nach Lemma 4 gehort 
[(x - a)@ - x)]m+~21-1 = Pmel(x) 
zu &am. Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. 
Bemerkung. Aus dem Beweis von Lemma 5 folgt sofort, daB die 
Ungleichung (20) such im Fall 01 3 2m fiir keine positive Konstante c 
gelten kann. 
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Mit D’(a, b) wird die Gesamtheit der Distributionen iiber dem 
offenen Interval1 (a, 6) bezeichnet. 1st m eine natiirliche Zahl und 01 eine 
reelle Zahl, 01 > 0, so wird 
H,” = Iu 1 u E D’(a, b), u E qa, b], ufm) E qqz, b], 
s b (4” I u(m) 12 + 1 u I”) dx < 00 0. 
II u Iham = is 
u(“) jz + / u I”) dx)“‘, 
(23) 
gesetzt. Dabei hat q(x) = q die gleiche Bedeutung wie friiher. 
Im zweiten Teil der Arbeit werden die Rtiume H,” wesentlich 
verallgemeinert. In diesem Abschnitt werden lediglich diejenigen 
S&e hergeleitet, die zum Verstandnis des ersten Teils der Arbeit 
notwendig sind. 
Da jede Funktion aus Ham zu IIJ’~,“~(~, 6) gehort, folgt aus der 
Sobolevschen Theorie der Einbettungssatze [5], daI3 0 E L?‘p[a, b] 
gilt, 1 < j < m. 
Mit fimm wird die Vervollstandigung von Com(u, b) in der Norm 
1) * jlH m bezeichnet. n 
LEMMA 6. H,” und fiNrn sind Hilbertriiume. C*[a, b] liegt dicht im 
Raum H,“. 
Beweis. Dal3 fimrn ein Hilbertraum ist, folgt unmittelbar aus der 
Definition. Fur H,” beweist man dies in der iiblichen Weise, indem 
man H,” Z wam[a + 6, b - S] beriicksichtigt. Urn zu zeigen, da0 
C?‘[a, b] dicht liegt im Raum H,“, wahlen wir eine Funktion x(x) aus 
Cm[a, b], die in einer Umgebung des Punktes a gleich 1 und in einer 
Umgebung des Punktes b gleich 0 ist. Nach den obigen Vorbemer- 
kungen gehort mit u such z, = XJ.L zu H,“. Setzt man U(X) durch 
U(X) = 0 fiir x > b fort, so gehort v(x + 6) zu Wzm[a, b] und somit 
such zu H,“. Beriicksichtigt man, daB q”(x) in einer rechtsseitigen 
Umgebung des Punktes a monoton wachsend ist, so kann man leicht 
nachweisen, daB /I $2) - v(x + S)ll,,m -+O fiir 6 -+O gilt. Da 
v(x + 6) aus Wz”[a, b] ist, kann man v(x + 6) in der Norm des 
Raumes Wsrn beliebig gut durch Funktionen aus Cco[u, b] 
approximieren. Somit kann man v(x + 6) such in der Norm des 
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Raumes Ham beliebig gut approximieren. Daraus erhalt man nun 
leicht das Lemma. 
Cj[a, b] ist der Raum der im Interval1 [a, b] j-fach stetig differen- 
zierbaren Funktionen mit der iiblichen Norm. @[a, b] ist die Ver- 
vollstindigung von Com(u, b) in der Norm des Raumes Cj[a, b]. 
SATZ 1. Es sei 0 < 01 < 2m - 1. Dann ist Barn C &[a, b] und 
Ham C Cj[a, b] mit j = m - [(a + I) / 21 - 1. 
Beweis. Es sei 0 < p < &. Es wird eine Funktion x(x) aus P[a, b] 
bestimmt, die in einer Umgebung des Punktes a gleich 1 und in einer 
Umgebung des Punktes b gleich Null ist, 0 < x(x) < 1. Aus 
44 = - j” (“X)’ (Y) dy, x dicht bei a, z 
der Holderschen Ungleichung und der Formel (9) folgt 
/ u(x)l ,( Cl5 j:, (I u' I2 q2" + I u I21 A- 
(24) 
< Cl6 
I 
1 (@m-243 / u(m) 12 + 1 u I") dx. 
Eine entsprechende Abschtitzung gilt fur eine Umgebung des Punktes 
b und fiir das Innere des Intervalls (a, b), so da13 (24) fur samtliche x 
aus [a, b] richtig ist. Wahlt man p geeignet und berucksichtigt man, 
daD P[a, b] dicht in H,” liegt, so folgt C[a, b] = C”[a, b] 1 H,” fiir 
01 < 2m - 1. Daraus gewinnt man Ci[a, b] Z H,” fur (Y < 2m - 2i - 1. 
Aus dieser Abschatzung erhalt man nun leicht die Aussage des Satzes. 
SATZ 2. Es sei 0 < 01 < 2m. Dunn ist 
dim H,m &m = 2 (m - [q]). 
Beweis. Nach Lemma 6 liegt Cm[a, b] dicht in H,“. Fiir 
2m - 1 < 01 < 2m folgt dann der Satz unmittelbar aus Lemma 4. Es 
sei 0 < cy < 2m - 1. Da (?[a, b] dicht liegt im Raum H,“, folgt jetzt 
der Satz aus Lemma 4 und Satz 1. 
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3. SELBSTADJUNGIERTHEIT UND POSITIVE DEFINITHEIT ALLGEMEINER 
LEGENDRESCHER DIFFERENTIALOPERATOREN 
Die Funktion q(x) habe die gleiche Bedeutung wie im Abschnitt 1. 
Es sei 
lu = (-1)” (q$p))(“). (25) 
Mit diesem Differentialausdruck wird der Operator 
Au = lu, 9(A) = ?[a, b] n tm-k-l[~, b], (26) 
gebildet. Dabei ist K eine natiirliche Zahl, 1 < K < 2m - 1. 1st 
m - k - 1 < 0, so hat man 9(A) = C”[a, b] zu setzen. Gelegentlich 
wird such der regullre Fall k = 0 betrachtet. Der Operator A wird im 
Hilbertraum Zs[a, b] untersucht. 
SATZ 3. A ist positiv und wesentlich selbstadjungiert, 2 (der AbschluJ 
des Operators A) besitzt ein reines Punktspektrum. 
Bemerkung. Ein selbstadjungierter Operator B hat genau dann ein 
reines Punktspektrum, wenn das Spektrum von B nur aus Eigenwerten 
endlicher Vielfachheit besteht, die sich im Endlichen nicht haufen. 
1st B positiv, d.h. B >, 0, so bestizt nach dem Lemma von Rellich [3], 
S. 335, der Operator B genau dann ein reines Punktspektrum, wenn 
(B + E)-l kompakt ist. E ist der Einheitsoperator. 
Beweis. Fur u E 9(A) gilt 
(Au, u)~~ = 1; qk / utrn) I2 dx. 
Daraus folgt, daI3 A positiv ist. Der energetische Raum des Operators 
A, d.h. die Vervollstandigung von 9(A) in der Norm 
[(Au> 4~~ + llu112~211’2, 
ist also ein Teilraum von Hkm und somit ist nach Satz 2 und Lemma 5 
die Einbettung von Hkm ing4, kompakt. Daraus folgt nach dem Lemma 
von Rellich [3], S. 335, daB die Friedrichssche Erweiterung von A ein 
reines Punktspektrum besitzt. Es bleibt zu zeigen, da8 A wesentlich 
selbstadjungiert ist. Bezeichnet man mit A* den adjungierten Opera- 
tor, so ist A wesentlich selbstadjungiert, wenn aus A*o = 0 folgt, daB 
w zu D(A) gehort. Aus 
0 = A*v x (-l)m (qk@))(m) 
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folgt 
Dabei ist 9,-,(x) ein Polynom (m - I)-ten Grades. 
1. Full. Es sei K > m. Da z, zu -Lp,[a, b] geh8rt, mua gmel(x) an 
den Stellen a und b mindestens in der Ordnung k - m verschwinden. 
1st 2(k - m) > m - 1, also 2k > 3m - 1, so muB 9m-1(x) = 0 sein. 
Setzt man qO(x) = (jc - a)(b - x), so erhglt man im Fall 2k < 3m - 1 
Aus dem Lokalverhalten von w(i)(x) in den Punkten a und 6 folgt 
durch partielle Integration fiir u E ~?“‘[a, b] = 9(A) aus A*v = 0 
0 = 
s 
1(-l)” (qkdm))‘m) o dx = 1” P&x) z@) dx. 
a 
Also ist such fiir 2k < 3m - 1, YmM1(x) = 0 und somit 
w E P[u, b] = B(A). 
2. Full. Es sei k < m. Die Darstellung (27) zeigt, da13 sich &J(x) 
an den Endpunkten a und b fiir 0 ,< j < m - k regultir, fiir j = m - k 
wie log((x - a)(b - x)) und fiir m - k < j < m wie l/q,j-(m-k) 
verhilt. Fiir u E 9(A) = Cm[a, b] n @-k-l[a, b] erhglt man durch 
partielle Integration 
0 = j-” (qS’“))(“’ w dx 
a 
m-k-l 
= ,c, (-1)’ (qkU’~l)(~-~-l) w”) 1; + (-1)” s” qkufmlwf~l dx 
a 
m-k-l 
= z. (-1)’ (qkU’m))‘m-r-l’ w(c’ 11 + (-1)” y (-1)s $WIUf-s-l) 1’ . 
s-0 a 
Wffhlt man eine Funktion u aus D(A), die in einer Umgebung des 
Punktes b verschwindet und fiir welche &J(u) = Sj,m-k ist, so folgt 
aus der letzten Gleichung 92::‘(u) = 0. Entsprechend erhglt man 
9&(a) = .9,$,(b) = 0, s = O,..., k - 1. Durch das gleiche Ver- 
fahren gewinnt man o@)(a) = u@(b) = 0, r = O,..., m - k - 1. 1st 
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2k >- m - 1, so mu8 Y,,_r(x) z:= 0 sein. Somit gehort z, = g’,-,(x) 
zu 5?(A). 1st neben 2k > m - 1 noch 2(m - k) > m - 1, also 
m - 1 < 2k <I m $- 1, so folgt U(X) =: 0. In diesem Fall ist der 
Operator A sogar positiv-definit. 1st 2k < m - 1, so erhalt man 
v(m) = -Jf d’jm&2k(x) E C”[a, b]. ( 1 
Somit gehijrt ZI zu D(A). Daraus folgt die Aussage des Satzes. Man 
kann nun sofort herleiten, da0 such in diesem Fall V(X) = 0 sein mu& 
Es gilt namlich v(x) = @l”(x) w(x) mit ru(x) E f?[u, b]. Somit muD 
dm)( ) ’ d P kt x m en un en a und b insgesamt mindestens in der Ordnung 
m - 2k verschwinden. Dann muR aber fi,n-1-2k(~) = 0 und somit 
U(X) = g’,,-,(x) sein. Da gTn-,(x) Nullstellen der Ordnung 2m - 2k > 
m + 1 hat, ist n(x) = 0. 
Bemerkung. Wie der B eweis des Satzes zeigt, ist der Operator A 
fur 2k < m positiv-definit. Einen symmetrischen Operator A nennt 
man positiv-definit, wenn es eine positive Konstante cl7 gibt, so dal3 
(Au, ujsLp, b c171/W~2 , u E W), gilt. 
SATZ 4. Der Operator A (und damit such A) ist genau dann positiv- 
definit, wenn 2k < m ist. 
Beweis. Nach der eben gemachten Bermerkung ist es ausreichend 
zu zeigen, daD der Operator A fiir 2k >, m + 1 nicht positiv-definit 
ist. Wahlt man v(x) = q,, (m-1)/2(~) fur m =_ l(2) und V(X) = qb”-“)‘“(x) 
fur m = O(2) mit q&x) = (x - a)(b - x), so ist Av = 0. Da 
m - k < (m - I)/2 fur m = l(2) und m - k < (m - 2)/2 fur m = O(2) 
ist, gehiirt v zu 9(A). S omit ist A nicht positiv-definit. 
4. DIE DEFINITIONSGEBIETE DER OPERATOREN al, 1 = 1, 2,... 
Es ist von Interesse, die Raume 9(X1) zu bestimmen. Dabei haben 
A und A die gleiche Bedeutung wie im Abschnitt 3. Es zeigt sich, daD 
die Operatoren mit m < k < 2m - 1 und die Operatoren mit 
1 < k < m in dieser Frage wesentlich verschiedenes Verhalten 
zeigen. 
SATZ 5. 9(A) ist die Vervollstiindigung von 9(A) in der Norm des 
RaumesHip, 1 <k <2m- 1. 
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Beweis. Durch mehrfache Anwendung von Lemma 1 erhalt man 
fiir eine Fur&ion aus 9(A) 
(2m) j2 + j u I”} dx = (! u I&r. 
Daraus folgt bereits der Satz. 
Bemerkung. Dieser Satz bleibt such im regular-en Fall k = 0 
richtig. 
LEMMA 7. Es sei 1 < k < m und u E 9(A). Geh&t Au zu Ca[u, b], 
so ist 24 E 9(A) (CC”[a, b]). 
Beweis. Es ist ausreichend zu zeigen, da13 G)(X) in Cco[a, 61 liegt. 
Nach Satz 5 gehort ti zu Hi-,“. 1st k < m, so folgt aus Satz 1, daI3 
I @yX)I < cis gilt. Ferner ist qk(x) @J(X) E Cm[u, b]. Daraus folgt 
aber, da8 Z@(X) zu (?[a, b] gehort. Es sei k = m. Dann ist 
1 @-l)(x)1 < cl9 und pk(x) Z@(X) = g(x) E (?‘[a, b].g(x) habe an der 
Stelle CI eine Nullstelle der Ordnung 1 mit I < k. Dann zeigt u(~-~)(x) 
in einer Umgebung des Punktes a ein Lokalverhalten wie 
c,,/(x - u)k--l--l , sofern 1 < k - 1 ist, oder wie c2,, log(x - a), sofern 
I = k - 1 ist, c2,, # 0. In beiden Fallen erhalt man einen Wider- 
spruch. Daraus gewinnt man wiederum @Q(X) E Cm[u, b]. 
Die n-te Iteration des Differentialausdrucks (25) wird mit 1, 
bezeichnet, also 
z,u = [(-l)-(q~-gp4, f-2 = 1,2 )... . 
Zur Vereinfachung wird ferner 1,~ = u gesetzt. 
SATZ 6. (a) Fiir I < k < m ist der Operator A,u = lnu, 
.S@(A,) = {u 1 u E C=‘[u, b], (Zju)“’ (u) = &u)” (b) = 0, 
j = O,..., 71 - 1; r = O,..., m - k - I}, 
wesentlich selbstudjungiert. Ferner ist 9(Jn) = 9(&) die Vervollstiin- 
d@ung von 9(A,) in der Norm des Ruumes Hi,“, n = 1,2,... 
(b) Fiir k = m ist der Operator A,u = Znu, 9(A,) = P[u, b], 
wesentlich selbstudjungiert. Ferner tit 9(&) = 53(&J = Hiz,n,“, 
n = 1, 2,... . 
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Beweis. Da A, C .P gilt, ist A, auf 9’Ja, b] 0 N(A) positiv- 
definit. (?[a, b] 0 N(A) ist dicht in ,EP,[a, b] 0 N(A). Die Gleichung 
A% = f besitzt fur f~ Cm[u, b] @ N(A) eine Losung. Iterative 
Anwendung von Lemma 7 zeigt, daB u zu 9(A,) gehort. Somit ist A, 
wesentlich selbstadjungiert und An = & . Es bleibt zu zeigen, da0 
9(Jn) ein Teilraum von Hz,“; ist. Fur n = 1 ist die Behauptung 
nach Satz 5 richtig. Sie sei fur n = l,..., s giiltig. Verwendung von 
Lemma! 1 und das Hinzufiigen leicht abschatzbarer Glieder fiihrt fur 
u E %%+J zu 
- 
s 
’ ([ A,Au I2 + ( Au j2 + j u 1”) dx 
a 
N 
f 
1 {q2”8+2k j zPms+2m’ 12 + / u I”} dx = 11 u Il&y&y . 
Lemma 6 zeigt dann die Richtigkeit des Satzes. 
SATZ 7. Es sei 1 < k < m. pn seien die Eigenwe-rte des Operators A, 
n = 1, 2,... . Dunn ist 
Beweis. Bezeichnet man die Eigenwerte des Operators A, Formel 
(26), voriibergehend mit p?‘, so folgt aus dem Variationsprinzip von 
Courant 
CZl(/-p + 1) < CL:) + 1 d c22P;), P-4 
c21 und c22 sind hierbei geeignete positive Konstanten. ~8’ sind die 
Eigenwerte des regulfren Operators 
Bu = (-l)m~(2m), 
9(B) = {u [ u E W~m[a, b], u(i)(a) = u(i)(b) = 0, j = 0 ,..., m - I}. 
Die Verteilung der Eigenwerte des positiv-definiten regularen 
Operators B ist bekanntlich pip) N n2m [3], S. 56. Bezeichnet man den 
Legendreschen Differentialoperator mit C, also 
cu = -((Lx - a)@ - x) u’)‘, 2(C) = cyu, b], 
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so folgt aus den S&en 6 (b) und 5 T%(C~) = 9(A), sofern man bei 
dem Operator A k = m wahlt. Aus dem Variationsprinzip von 
Courant und der bekannten Verteilung der Eigenwerte des Legen- 
dreschen Differentialoperators folgt 
Den Satz erhalt man dann aus der Abschatzung (28). 
SATZ 8. Esseim <k ,<2m - 1 und A,u = lnu, 9(A,) = P[a, b]. 
Dann ist der Operator A, nicht fiir alle nattirlichen Zahlen n wesentlich 
selbstadjungiert. 
Bemerkung. Dieser Satz und Satz 6 zeigen, daf3 die Operatoren mit 
k > m und die Operatoren mit k < m wesentlich verschiedenes 
Verhalten zeigen. 
Beweis. A, sei fiir n = 1,2,... wesentlich selbstadjungiert. Dann 
folgt wie beim Beweis des Satzes 6 9(&) = Hi:,“. Somit ist 
9(Aco) = fiz=r a(&) = /-);=I Hi:?. Da k < 2m - 1 ist, erhalt man 
aus Satz 1 fizz1 H.$r = P[a, b]. Es seif (x) = ((x - a)m (b - ~)~)(m). 
Da beim Beweis des Satzes 3 gezeigt wurde, daf3 der Nullraum des 
Operators A nur aus Polynomen besteht, deren Grad hiichstens m - 1 
ist, ist die Funktion f (x) orthogonal zu N(A). Somit besitzt Au = f 
eine Losung. Nach den Vorbemerkungen muB u zu 
P[a, b] = pi 9(Jn) 
la=1 
gehoren. Andererseits ist 
qku(“) = (- 1)” (x - a)m (b - x)” + P+1(x). 
Das ist ein Widerspruch. 
Bemerkung. Satz 8 zeigt, da13 9(Am) eine echte Obermenge von 
P[a, b] ist. 
5. DIE NUKLRAREN LOKALKONVEXEN RMJME C$[a,b] 
Es zeigt sich, da13 die allgemeinen Legendreschen Differential- 
operatoren geeignet sind, spezielle lokalkonvexe RHume zu erzeugen. 
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s sei eine natiirliche Zahl und t eine ganze Zahl, 0 < t < s. Dann wird 
qt = c;J% bl = G+) I u E P[u, b], 2P(u) = zP’(b) = 0 ,-” mr 
j = ns + p, 0 < p < t - 1, 71 = 0, 1, 2 ,..‘} 
geschrieben. Durch die Halbnormen 11 u Iii = max,,[,,,l j z&i)(x)\, 
i = 0, 1, 2 ,...) wird auf Cz,[a, b] eine lokalkonvexe Topologie 
eingefiihrt, die C;, zu einem (F)-Raum macht. C.FO = C”, CT, = C,“. 
Wie die Raume Cm[u, b] und Co30[u, b], so sind such die Raume 
C,y,[a, b] nuklear. In [4] hat A. Pietsch eine Moglichkeit beschrieben, 
lokalkonvexe Raume durch selbstadjungierte Operatoren zu erzeugen. 
Auf diesem Wege kann man die Existenz einer absoluten Basis 
nachweisen und durch Abschltzung der Verteilung der Eigenwerte 
Aussagen iiber die Isomorphie verschiedener lokalkonvexer RBume 
machen. In [6, 71 wurden auf diese Weise die lokalkonvexen Raume 
C”(a) und C,“(Q) erzeugt. Es zeigt sich, dal3 die hier betrachteten 
allgemeinen Legendreschen Differentialoperatoren geeignet sind, die 
Rlume C$[a, b] zu gewinnen. 
q(x) und A haben die gleiche Bedeutung wie in den friiheren 
Abschnitten. Zusatzlich wird in diesem Abschnitt die Existenz einer 
positiven Zahl 6 vorausgesetzt, so dal3 q(x) = c,(x - a) im Interval1 
[a, a + 61 und q(x) = cb(b - ) x im Interval1 [b - S, b] ist. Im Raum 
5?(A=) = flzcO g(A%) wird durch jj 2% [lse,, n = 1, 2,..., eine 
lokalkonvexe Topologie eingefiihrt. In diesem Abschnitt ist die 
Gleichheit zwischen lokalkonvexen Raumen nicht nur mengen- 
theoretisch, sondern such topologisch zu verstehen. 
SATZ 9. Es sei 0 < t < s,‘2. Dunn ist C~,[u, b] = 9(Am), wobei 
A der DifJerentiuloperutor (25), (26) mit m = s - t und k = s - 2t 
ist. 
Beweis. Da 1 < k < m ist, kann man Satz 6 anwenden. Satz 1 
zeigt, dal3 s(Affi) eine Untermenge von Cm[u, b] ist. Ferner folgt aus 
Satz 1, dal3 auf a(am) die Topologien von 53(2-) und (?[a, b] 
iibereinstimmen. Man rechnet leicht nach, daO die Zusatzvorausset- 
zung beziiglich der Funktion q(x) das richtige Randverhalten 
garantiert. 
Es ist wiinschenswert, such die Raume Cz’[u, b] mit s/2 < t < s 
durch Differentialoperatoren zu erzeugen. Dazu werden die Diffe- 
rentialausdriicke 
lu = (-1)” (pwym) (2% 
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und deren Iterationen 
f& = [(-1)” (y-~~)~~L’]” u, n = 1, 2 ,... , 
eingefiihrt. Es wird &U = u gesetzt. m ist eine natiirliche Zahl und R 
eine nicht negative ganze Zahl. Es sei 
Bu = iu, 9(B) = Cm[u, b] n &+h-l[a, b], (30) 
und 
B,u = tu, 
@B,,) = {u j u E P[u, b], z&)(u) = u(j)(b) = 0, (31) 
j = (2m + It) s + r, s = 0 ,..., n - 1, r = 0 ,..., m + h - I}. 
Satz 10. Die Operatoren B, sind positiv-dejnit und wesentlich 
selbstadjungiert. Es ist B, = P. Bezeichnet man die Eigenwerte des 
Operators ZZ mit vI , 1 = 1, 2,.. ., so ist vI N Pm. 
Beweis. Man sieht durch partielle Integration, daB der Operator 
B = B, positiv-definit und symmetrisch ist. Es sei v E N(A*). Dann 
ist zJm) = qkPm-l (x) E P[a, b]. Wahlt man eine Funktion U(X) aus 
D(B), so da13 ~(~~+~--l) (a) f 0 gilt, aber alle anderen Ableitungen im 
Punkte a, sowie samtliche Ableitungen im Punkte b verschwinden, so 
erhalt man 
0 = (Bu, v)z2 = c23u(2m+k-1)(a) ~(a), c23 # 0. 
Daraus folgt v(a) = 0. Entsprechend erhalt man v(b) = 0. Durch 
entsprechende Wahl erhalt man 
#(a) = v(i)(b) = 0 fur j = O,..., m - 1. 
Da V(~)(X) = qk(x) Ym-r(x) gilt, folgt schlieglich v E .9(B). Da B 
positiv-definit ist, erhalt man v(x) = 0. Somit ist B wesentlich 
selbstadjungiert. 
Die Zusatzvoraussetzung beziiglich der Funktion q(x) zeigt, da0 
eine Funktion U(X) aus P[a, b] genau dann zu D(B,) gehort, wenn 
(i$p) (u) = (i.$p (b) = 0 
ist furs = O,..., n-lundr=O ,..., m + h - 1. Es seif(x) E (?[a, b]. 
Dann gehort die Losung der Gleichung & = f(x) zu ?[a, b]. 
Durch Iteration folgt, da13 die Operatoren B, wesentlich selbstad- 
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jungiert sind. Ferner ist & = @. Mit FL~,~~ wird voriibergehend der 
regulire Differentialoperator 
F[&d = (-1)” ZPyX), 
~(Frc,al) = {u / u E Wim[c, d], u(j)(c) = zP(d) = 0,j = 0 ,..., m - l>, 
bezeichnet, seine Eigenwerte seien vr(FIeJ, I = 1, 2,... . 1st 6 > 0 
und hinreichend klein, so folgt aus dem Variationsprinzip von 
Courant 
Daraus gewinnt man aber das im Satz angegebene Verhalten der 
Eigenwerte vI . 
SATZ 11. s und t einen natiirliche Zahlen, s/2 < t < s. Dunn ist 
C:, [a, b] = 9(P), wobei B der Da@-entialoperator (29), (30) mit 
m = s - t und k = 2t - s ist. 
Beweis. Es ist 
c;,[a, b] = ; 9(B,) z. 9(8”). 
n=1 
Urn die Umkehrung zu zeigen, geht man von der leicht beweisbaren 
Ungleichung 
I”, j(qko)‘j’ 12 dx < cs6 ,: (I w(j) I2 + j qkw I”) dx 
aus, 2, E C”‘[a, b]. Setzt man ZI = q-%P) mit u E B(B), so erhalt man 
f 
u(“+j) I2 dx < c28 
a s 
b 
o (Nn- k&n))(j) 12 + 1 u(m) I”) dx. (32) 
Fiir j = m gewinnt man unter Verwendung der Abschiitzung (6) mit 
6, = 0 $9(B) C W,Zm. Es sei 9(@) C W2mj, j = l,..., 1. Dann folgt fur 
u E Q(B,,) aus der Absch&ung (32) mit j = 2ml+ m und der 
Ungleichung (6) 
Somit ist 5.@(BI+,) = 9(B*+1) C w (r+l). Aus den Einbettungssatzen 
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folgt dann g(P) C C?‘[u, b]. Aus dem Randverhalten der Funktionen 
gewinnt man g(P) C CE f[u, b]. g(P) und Cg f[a, b] stimmen somit 
mengenmaflig iiberein. Da man aus den letzten AbschHtzugen leicht 
entnimmt, dal3 die Topologien vergleichbar sind, so stimmen g’(P) 
und IZ’F,~[U, b] such topologisch iiberein. 
SATZ 12. Siimtliche R&me C$[a, b], s = 1, 2 ,..., t = 0 ,..., s, sind 
nuklear. Se be&en eine absolute Basis und sind untereinander 
isomorph. 
Beweis. In [6] wurde gezeigt, da0 man such den Raum 
C,,“[a, b] = C$[u, b] d urc h einen Differentialoperator erzeugen kann. 
Samtliche Behauptungen des Satzes folgen jetzt aus den Kriterien der 
Arbeiten [4, 61, den S&en 7, 9, 10 und 11 und den Betrachtungen 
iiber den Raum Co”[a, b] in [6]. 
6. DER DEFEKTINDEX UND DIE FRIEDRICHSSCHE ERWEITERUNG 
MINIMALER OPERATOREN 
q(x) geniige wieder den Voraussetzungen des Abschnittes 1. Die 
im letzten Abschnitt eingefiihrte Zusatzvoraussetzung braucht nicht 
erfiillt zu sein. 
Es wird der minimale Operator 
Au = lu, %4 = G”(~, 4, (33) 
betrachtet. Zu ist dabei der Differentialausdruck (25) mit 
0 < k < 2m - 1. Wie im Abschnitt 3 wird mit A der Differential- 
operator (26) bezeichnet. 
SATZ 13. 2 stimmt genau dann mit der Friedrichsschen Erweiterung 
des minimalen Operators L!. iiberein, wenn k die Werte 0, 1 oder 2m - 1 
annimmt. 
Beweis. Der energetische Raum des Operators B ist $lkm. Somit 
stimmt A genau dann mit der Friedrichsschen Erweiterung des 
minimalen Operators A iiberein, wenn Q(A) C fikm gilt. Nach 
Lemma 4 gehbrt eine Fur&ion u(x) aus P[a, b] genau dann zu 
Rm k , wenn &)(a) = z@(b) = 0 gilt fiirj = O,..., m - [(k + 1)/2] - 1. 
Es sei k < m. Dann erhalt man 9(A) C fikrn dann und nur dann, wenn 
m-k - 1 > m - [(k + 1)/2] - 1 erfiillt ist. Somit ist k = 0 oder 
k = 1. Es sei k > m. Dann ist 9(A) C fihm genau dann, wenn 
m - [(k + 1)/2] - 1 < 0 gilt. Somit ist k = 2m - 1. 
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Der Defektindex des Operators A wird mit Def A bezeichnet. 
SATZ 14. L! sei der minimale Operator (33). Fiir 0 < k < m ist 
Def A = (2m, 2m) und fiir m < k < 2m - 1 ist 
Def A = (4m - 2k, 4m - 2k). 
Beweis. Nach Satz 5 ist .9(A) = fi,“F. Lemma 4 zeigt, daf3 eine 
Funktion aus P[a, b] genau dann zu fi,“p gehort, wenn u(j)(a) = 
G(b) = 0 gilt fur j = O,..., 2m - k - 1. Aus Satz 3 folgt, daf3 der 
Operator A, Formel (26), eine wesentlich selbstadjungierte 
Erweiterung von A ist. Daraus gewinnt man 
Def /! = dim B(A)/I$r n B(A) = (2m,2m) 
fur 0 < k < m und 
Def A = dim LS(A)/Hip n 9(A) = (2(2m - k), 2(2m - k)) 
fiirm<k<2m-I. 
Satz 14 kann man benutzen, urn einen minimalen Differential- 
operator der Ordnung 2m mit vorgegebenem Defektindex (r, r), 
0 < r < 2m, zu konstruieren. 
SATZ 15. m sei eine natiirliche Zahl und r eine ganxe Zahl mit 
0 < r < 2m. Dann gibt es im Interval1 [a, b] einen gewiihnlichen 
Dz#erentialoperatoren der Ordnung 2m mit dem Dejinitionsgebiet 
Com(a, b), dessen Defektindex (r, r) ist. 
Beweis. Es sei 
A$ = lu, 
und 
A,u = lu, 9(/l,) = co* (f+ ) b). 
Zu ist hierbei der Differentialausdruck (25). Es ist Def A, = Def A, . 
Aus der Zerlegungsmethode von Neumark [3], S. 184, ergibt sich 
somit 
Def A = 2 Def A, - (2m,2m). 
1st m < k < 2m - 1, so erhalt man nach Satz 14 
Def A, = (3m - k, 3m - k). (34) 
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Wahlt man eine Funktionp(x) aus (?“[a, b] mitp(x) > 0 fur x E (a, b), 
p(x) = (x - u)~, (I + o(l)) b ei x = a und p(x) = (b - X)kb (1 + o(l)) 
bei x = b, m < k, , K, < 2m - 1, so folgt aus der Formel (34) und aus 
der Zerlegungsmethode fur den Operator 
Bu = (-1)n” (p(x) u’“y~), qq = Co”(a, 4 
DefB=(4m-kK,-kK,,4m-kK,-kJ. 
Durch geeignete Wahl von K, und k, kann man jeden Defektindex 
(r, r) mit 2 < r < 2m realisieren. Hat p(x) die gleiche Bedeutung wie 
friiher und ist y > 2, so wurde in [6] gezeigt, da13 der Operator 
(-d2/dX2 + l/qr) mu mit dem Definitionsgebiet C,,“(a, b) wesentlich 
selbstadjungiert ist. Aus der Zerlegungsmethode rhalt man, dal3 der 
obige Differentialausdruck auf dem Definitionsgebiet Co”(u, (a + b)/2) 
betrachtet den Defektindex (m, m) hat. Durch passende Zusammen- 
fassung mit den obigen Operatoren kann man jetzt such die Defekt- 
indices (0, 0) und (1, 1) realisieren. Glazman hat in [I] einen 
entsprechenden Satz fiir unbeschrankte Intervalle bewiesen. 
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